Okreslanie niepewnosci pomiaru

(Materiaty do éwiczen laboratoryjnych z przedmiotu Materiatoznawstwo
na wydziale Gdrnictwa i Geoinzynierii)

1. Wprowadzenie

Pomiar jest to zbiér czynnosci majgcych na celu wyznaczenie wartosci wielkosci mierzonej.
Pomiary w laboratorium mozna podzieli¢ na pomiary wielkosci prostych i ztozonych. Pomiar wielkosci
prostych polega na bezposrednim pomiarze danej cechy, np. masa, dtugosé, twardosé, itp. Pomiar
wielkosci ztozonych polega na wyznaczaniu danej cechy na podstawie co najmniej dwdch pomiaréw
wielko$ci prostych, np. wyznaczenie gestosci, wytrzymatosci na S$ciskanie. W trakcie pomiaru
uzyskujemy wartosci réznigce sie od przewidywanych w teorii (w rzeczywistosci wartosci wielkosci
mierzalnej zwykle nie sg znane). Zrédtem takich rozbieznosci sa niedoktadnosci: osoby wykonujacej
eksperyment, przyrzaddw pomiarowych oraz obiektéw mierzonych. Wynik pomiaru jest zawsze
obarczony btedem.

Rodzaje btedow
Btgd pomiaru — réznica pomiedzy wartoscig zmierzong x; a rzeczywistg x,
Btqd bezwzgledny pojedynczego pomiaru
Ax; = x; — X, (1)

Btqd wzgledny

Ax;

5= (2)

X0

Wzajemne relacje pomiedzy wartoscig rzeczywistg a wartosciami pojedynczych pomiaréw
uzyskanych w badaniach wyrézniamy trzy rodzaje btedu:

Btqd przypadkowy — rozrzut wynikdéw pomiaru wokdt wartosci rzeczywistej. Wynik kolejnego
pomiaru jest inny, przy czym wystepuje w przyblizeniu taka sama szansa uzyskania wynikéw
wiekszych jak i mniejszych od x,. Przyczynami btedu przypadkowego niedoktadnos¢ i przypadkowosc
dziatania ludzkich zmystow.

Biqgd systematyczny — powstaje gdy przy powtarzaniu pomiaru wystepuje ta sama rdznica
pomiedzy wartoSciami zmierzonymi a wartoScig rzeczywistg, natomiast rozrzut wynikow
poszczegdlnych pomiardw jest niewielki lub nie wystepuje w ogdle.

Btqgd gruby — duza rdzinica wartosci pomiedzy wynikiem pomiaru i wartoscig rzeczywista.
Przyczyna powstawania btedéw grubych jest nieumiejetnos¢ uzycia danego przyrzadu, pomytek przy
odczycie i zapisie wynikow. Z przypadkiem wystepowania btedu grubego mamy do czynienia
woéweczas, gdy jeden z wynikéw odbiega znaczgco od catej serii.



2. Btad pomiaru a niepewnos¢ pomiaru

Btad pomiaru wyrazony zaleznoscig (1) nie stanowi miary dokfadnosci pomiarowej, gdyz
podobny pomiar wykonany innym przyrzadem, w innym czasie i miejscu da inna wartosc. Zatem Ax;
jest liczbg losowa. Ponadto w praktyce nieznane sg wartosci rzeczywistych wielko$ci mierzonych i w
zwigzku z tym szacowane sg niepewnosci pomiarowe wynikajgce ze statystycznego rozrzutu
wynikéw. Przewodnik [1] podaje nastepujgca definicje:

Niepewnos¢ pomiaru jest zwiqgzanym z rezultatem pomiaru parametrem charakteryzujgcym
rozrzut wynikow, ktéry mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ wartosci mierzone;.

Niepewnos¢ u posiada taki sam wymiar jak wymiar wielko$ci mierzonej. Niepewnos¢ mozna
zapisa¢ w potraci: u lub u(x), lub u(stezenie NaCl)

Niepewnos$¢ wzgledna to stosunek niepewnosci (bezwzglednej) do wielkosci mierzonej, jest
wielkos$ci bezwymiarowa lub moze by¢ wyrazona w %

u(x)
X

Niepewnos¢ w znaczeniu jako$ciowym zwigzana jest z doktadnoscig pomiaru. Im pomiar jest
doktadniejszy, tym niepewnos¢ jest mniejsza.

Do okreslenie niepewnosci pomiaru bezposredniego stosuje sie dwie miary (rys. 1):
- niepewnos¢ standardowg u(x),

- niepewnos¢ graniczng Ax.

X — H(x) - : Xt u(x)

X 'l._'(' Xo+ Ax

Rys. 1. Schemat niepewnosci standardowej u(x) i niepewnosci granicznej Ax [2]

Najpowszechniej stosowang jest niepewnos¢ standardowa u(x), ktéra polega na oszacowaniu
odchylenia standardowego. Oznacza to, ze rezultat pomiaru jest zmienng losowg x; ktdrej rozrzut
wokdt wartosci Sredniej charakteryzuje parametr zwany odchyleniem standardowym (3).

o =lim,_,. /E(x‘T_f)z (3)

Nie znamy doktadnej wartosci odchylenia standardowego i w zwigzku z tym niepewnosc
standardowa jest jego niezbyt doktadnym oszacowaniem (estymatorem, oceng).



Niepewnos$¢ graniczna (czesto zwana maksymalng) Ax, - dla niej okreslany jest przedziat (4)
wszystkich wynikdéw pomiaréw wykonanych aktualnie i w przysztosci.

Xo — Ax < x; < x9 + Ax (4)

Niepewnosc ta jest miarg deterministyczng, gdyz zaktada sie, ze wartos¢ prawdziwa na pewno
zawarta jest w tym przedziale. Aktualnie zaleca sie aby niepewnos$¢ graniczng zamienia¢ na
niepewnos¢ standardowa wg wzoru (5):

u(x) = % (5)

3. Rodzaje oceny niepewnosci standardowej
3.1. Ocena niepewnosci typu A

Jest to metoda obliczania niepewnosci drogg analizy statystycznej serii pojedynczych wynikéw
pomiardw. Metode te stosuje sie w przypadku, gdy rozpatrywany pomiar danej wielkosci
wykonywany jest wielokrotnie. W rezultacie pomiaru otrzymuje sie serie (zbidr) pojedynczych
obserwacji dotyczacych mierzonej wielkosci. Wskutek réznych wptywdw towarzyszacych pomiarowi,
brak jest petnej powtarzalnosci wynikdw lecz wystepuje ich pewien rozktad (rozrzut). Powoduje to, ze
otrzymany wynik jest obarczony okreslong niepewnoscig. W przypadku serii pomiaréw, jako miare tej
niepewnosci zaleca sie stosowanie odchylenia standardowego wartosci eksperymentalnej sredniej z
pomiaru. Jako miary niepewnosci mozna tez uzywac wariancji eksperymentalnej sredniej nazywanej
wariancjg typu A. Chetniej uzywane jest jednak odchylenie standardowe s$redniej jako wielkosc¢
majaca ten sam wymiar fizyczny co wielko$¢ mierzona bedac przez to tatwiejszg do interpretacji.

Moze by¢ stosowana w pomiarach, w ktdrych wystepuje btad przypadkowy oraz wymagana
jest duza liczba powtdrzen pomiarow.

Zwykle za wynik pomiaru x przyjmujemy warto$¢ Sredniej arytmetycznej
— 1
x=T=%x (6)

Miarg rozrzutu wynikdéw pomiaru jest wielko$¢ zwana estymatorem odchylenia standardowego

z i_72
Sy = /% (7)

llo$ciowo estymator odchylenia standardowego $redniej sx jest vn mniejszy od estymatora s,.

Sx = % (8)

Za wynik pomiaru przyjmujemy $rednig. W zwigzku z tym niepewnoscig pomiaru u(x) bedzie po
uwzglednieniu (7) i (8) nastepujgca zaleznos¢:

3(x;—x)2
u() = sp= [ ©)



Powtarzanie pomiaru przynosi zmniejszenie niepewnosci spowodowanej bledem
przypadkowym. Zaleca sie wykonanie 5 — 10 pomiardw [2].

3.2. Ocena niepewnosci typu B

Metoda obliczania niepewnosci typu B polega na zastosowaniu metod innych niz analiza
statystyczna serii pojedynczych obserwacji. Najczesciej przypadek ten dotyczy sytuacji gdy
wykonywany jest pojedynczy pomiar i chcemy ocenic¢ jego niepewnosc. W takim przypadku do oceny
niepewnosci wykorzystuje sie informacje dotyczgce zastosowanej metody pomiarowej, klasy
doktadnosci przyrzadu pomiarowego, itp. W szczegdlnosci zrédtem danych do oceny niepewnosci
standardowej obserwacji moga by¢:

— poprzednie podobne dane pomiarowe, opracowane statystycznie i rozpoznane jakosciowo,
—  posiadane doswiadczenie pomiarowe i znajomos¢ badanych zjawisk,

—  specyfikacje wytworcow przyrzgdéw pomiarowych stosowanych do pomiaru,

— dane uzyskane z wzorcowania lub certyfikacji (przyrzadéw lub metod pomiarowych),

— niepewnosci przypisane danym odniesienia zaczerpnietym z literatury.

Najczesciej ocena typu B dotyczy okreslania niepewnosci wynikajacej ze skonczonej
doktadnosci przyrzadu.

4. Niepewnos$¢ wielkosci ztozonej — prawo przenoszenia niepewnosci

W wielu przypadkach wielkos$¢ fizyczna nie jest mierzona bezposrednio ale jest okreslana na
podstawie innych wielkosci x4, X,,...X, za pomoca funkcji zapisanej w ogdlnej postaci:

y= f(Xl,XZ,...Xn) (10)

Niepewnosci u(x;) .... u(x,) wielkoSci mierzonych bezposrednio przenoszg sie na wielkosc¢
obliczang y powodujgc, ze jest on obarczona skonczong niepewnosci. Metody obliczania
niepewnosci wielkosci y nazywajg sie prawem przenaszania niepewnosci.

Przyktadem wielkoSci mierzonej posrednio moze by¢ objetos¢ bryly geometrycznej w postaci
walca gdzie dla jej obliczenia potrzebny jest pomiar $rednicy i wysokosci. Innym przyktadem moze
by¢ pomiar gestosci ciata wyznaczanej przez pomiar masy (za pomocg wazenia) i objetosci. W kazdym
z takich przypadkéw na niepewnos¢ wielkosci koncowej (wyznaczanej posrednio) sktadajg sie
niepewnosci kazdego z pomiaréw bezposrednich.

4.1. Funkcja jednej zmiennej

Niepewnos¢ u(x) jest mata w poréwnaniu z wartoscig mierzong x, zatem niepewnos¢ u(y)
obliczy¢ mozna jako wartosé bezwzgledna z iloczynu pochodnej funkcji i niepewnosci u(x)

u(@) = |2 u)| (11)



Przyktad na podstawie [2]: Niepewnosc objetosci kuli o znanej Srednicy

Zmierzylismy srednice D stalowej kulki suwmiarkg, otrzymujgc wartos¢ D = 2,45 mm z
niepewnoscia u(D) = 0,05 mm. Objeto$¢ kuli obliczamy z wzoru (4/3)n r* = (nt /6) D* = 7,70 mm?>.
Niepewnosc¢ objetosci kuli wynosi:

T 3,1416

d
wV) = E(gm)u(p) = 2D u(D) = ==

5 (2,45 mm)? - 0,05mm = 0,47mm3

4.2. Funkcja wielu zmiennych

Dla funkcji wielu zmiennych obliczamy za pomocg wzoru (11) rézniczki czgstkowe dla kolejnych
zmiennych x; ... X,... i tworzymy z nich sume geometryczna.

u®) = 2|2 ue)| (12

Obliczong warto$¢ niepewnosci funkcji y nazywamy niepewnosciqg ztoZonq. Najprostszy
przypadek prawa przenoszenia niepewnosci (bezwzglednej) zachodzi, gdy funkcja y jest sumg lub
roznicg dowolnej liczby sktadnikéw. Pochodne czastkowe dy/dx sg réwne jednosci i w rezultacie
niepewnosc ztozona jest sumg geometryczng niepewnosci poszczegdlnych sktadnikdw:

u(y)=Ju(x, )+ u?(x, )+ ...+ u?(x,) (13)

5. Wyznaczanie sktadowych niepewnosci (wielkosci wejsciowych)
5.1. Niepewnos¢ wynikajaca ze stosowanych wzorcéw (materiatow odniesienia)

Do wzorcowania wyposazenia pomiarowego i badawczego stosuje sie wzorce lub
certyfikowanym materiaty odniesienia (CRM) o odpowiedniej jakosci metrologicznej. W Swiadectwie
wzorcowania lub innym certyfikacie zwykle znajduje sie zapis:

X =x+U(x) (14)
U(x) — niepewnosc rozszerzona
Niepewnosc¢ standardowa materiatu odniesienia (wzorca) u(x) bedzie réwna:
U(x
u(x)= Y& (15)

5.2. Niepewnos¢ wynikajaca z klasy stosowanych przyrzadéw pomiarowych

Niepewnosc¢ tego typu wynika ze skonczonej zdolnosci pomiarowych przyrzadu. Zazwyczaj
kazdy przyrzad pomiarowy posiada okreslong klase K, ktéra jest powigzana z dokfadnoscig
wzorcowania fabrycznego przyrzadu Agx i zakresem pomiarowym tego przyrzadu Z, zaleznoscia:



K-Z

A X=—

100 (16)

Jezeli przyjmiemy, ze obliczona ze wzoru (16) doktadno$¢ wskazan przyrzgdu pomiarowego

podlega rozktadowi prostokgtnemu, to niepewnos¢ standardowa wynikajgca z klasy przyrzadu
pomiarowego u(x) bedzie rowna:

A X
u(x, )= —"2=— 17
(e)=2"5 (17)

Jezeli producent przyrzadu pomiarowego podaje w specyfikacji, ze btgd wskazan zmienia sie w
zakresie od wartosci —a do a (w domysle z wartoscig oczekiwana réwng 0), to niepewnos¢
standardowa, przy zatozeniu rozktadu prostokgtnego wspomnianego btedu, wskazan tego przyrzadu
bedzie réwna:

u(xz):% (18)

5.3. Niepewnos¢ wynikajaca ze zdolnosci rozdzielczej przyrzadéw pomiarowych

Jezeli w miernikach z odczytem cyfrowym lub analogowym ,elementarna dziatka” wynosi a
jednostek, to niepewnosé standardowa u(x) wynikajaca ze wskazan tego miernika cyfrowego bedzie
rowna:

u(x3):i (19)

5.4. Niepewnos¢ wynikajgca z precyzji metody badawczej

Jezeli w warunkach powtarzalnosci (tzn. pomiar tego samego obiektu, przez tego samego
analityka, tym samym przyrzadem pomiarowym bez kalibracji pomiedzy kolejnymi pomiarami, w
mozliwie jak najkrétszym czasie) wykonamy n pomiardw tej samej wielkosci to uzyskamy n wynikéw
x;, ktére beda sie rdéznity pomiedzy sobg. Na podstawie uzyskanych wynikdw mozemy wyznaczyé
niepewnos$¢ standardowgq precyzji pomiaru u(x) wg nastepujgcego wzoru:

(20)

m — liczba powtdrzen podczas rutynowego badania (zazwyczaj m=2).



5.5. Niepewnos¢ wynikajgca z obcigzenia metody badawczej

Jezeli dysponujemy certyfikowanym materiatem odniesienia lub wzorcem, ktéry w certyfikacie
lub $wiadectwie wzorcowania ma podang warto$¢ nominalng badanej wielkosci wraz z niepewnoscia
w postaci np.:

X =CRM +Uu(CRM) 21)

gdzie:  CRM — wielkos¢ certyfikowana,
u(CRM) — niepewnos¢ standardowa wielkosci certyfikowane;j.

Po wykonaniu serii n pomiaréw certyfikowanego materiatu odniesienia mozemy obliczy¢

$rednig wartos¢ uzyskang w wyniku pomiaru X,, ze wzoru:

n
— ; XCRM —i

Xy = H—— (22)

CRM
n

Xcrm-i — Wynik i-tego pomiaru certyfikowanego materiatu odniesienia

Przedstawiony sposdb postepowania pozwala na obliczenie poprawki dodawanej do
uzyskanego wyniku A:

A=CRM —x_, (23)

Nastepnym etapem jest wyznaczenie niepewnosci standardowej wyniku u(XCRM) oraz

niepewnosci standardowej poprawki U(A):

n

- 2
Z(XCRM—i — Xcrm )

u(x_s): = n(n—1) (24)

u(A) = Ju(CRM )+ u?(Xcaw ) 05)

7. Wyznaczenie niepewnosci rozszerzonej

Przewodnik [1] wprowadza pojecie niepewnosci rozszerzonej. Jest to zwiekszona wartosé
niepewnos$¢ standardowej, obliczona tak aby w przedziale (y — Uly), v + U(y)) znalazta sie
przewazajgca czes¢ wynikow pomiaru. Wartos¢ U obliczamy mnozac niepewnos¢ ztozong przez
bezwymiarowy wspéfczynnik rozszerzenia k

U(y)=+k-u(y) (26)



Zgodnie z miedzynarodowg praktykg do obliczenia U przyjmuje sie najczesciej umowng
wartosé k = 2.. przy zatozeniu okoto 95% poziomu ufnosci i rozktadu normalnego wielkosci badanej.

Wzdr (26) przyjmuje postac:

U(y)==+2-u(y) 27)

8. Zapis niepewnos$ci pomiaru
Na przekfadzie przedstawiono zalecane formy zapisu niepewnosci rozszerzonej.

— zapis stowny: gestoé¢ wynosi 2,353 g/cm?® z niepewnoscig rozszerzong 0,026 g/cm?
—  zapis przy uzyciu symboli: p =2,353 g/cm®; U(p) = 0,026 g/cm?
—  zapis skrécony: p =(2,353 +0,026) g/cm’®

Zasady zapisu niepewnosci zalecane przez Przewodnik [1].

A. Niepewnosc¢ zapisujemy z doktadnoscig dwu cyfr znaczacych. Przy zaokraglaniu do dwu
cyfr znaczacych niepewnos¢ graniczna spowodowana zaokraglaniem wynosi od 5% do
0,5% (odpowiednio, dla cyfr 10 i 99). Taka dokfadnos¢ wystarcza, gdyz ocena
niepewnosci jest bardziej niedokfadna.

B. Wartos¢ mierzong zaokraglamy do tego samego miejsca, co niepewnosé. Jezeli
ostatnig cyfrg wyniku jest zero, nalezy jg pozostawié, jako cyfre znaczaca.

C. Przy zapisach skréconych symbol £ nalezy stosowaé do niepewnosci rozszerzonej, zapis
z uzyciem nawiaséw do niepewnosci standardowej (np. p = (2,353(13) g/cm?).
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